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LETTRE XLVL

Eurer 4 Govrpsach.

SomasinE. Pieces de concours aux prix des académies de Paris et de Dijon, Re-
cherches sur les nomblres et les divisears, Considérations uliérieures sur

les séries.

Berlin d. 28. August 1742,

Pass Ew. mir einen bestindigen Tribut von der Akademie

zu Paris prophezeien, erkemne ich als eine deutliche marque
Dero gegen mich hegenden besondern Wohlgewogenheit mit
der schuldigsten Dankbarkeit. Ob ich aber gleich zu Erhaltung
dieses Vortheils meinerseits nicht ermangeln lasse, so schei-
net doch meine von hieraus abhgeschickten pidcen eben das-
jenige Schicksal betroffen zu haben, welches vor etlichen
Jahren den Hn. Cammerherrn Korff so viel Mihe gekostet
hat zu redressiren. Denn ich habe schon zu Anfang des
vorigen Monats meine pidce iiber die Inclination des Mag-
neten an den Hn. De Mairan geschickt, und gleichwoh! noch
keine Antwort, dass selbige angekommen, erhalten. Hernach
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. hatte ich verwichenen Martium eine piéce uber den motum

.

fluidorum in canalibus elasticis an die Académie des sciences
nach Dijon, von welcher iber diese Materie ein Preis von
30 Louisd’or bestimmt war, gesandt, und gleichfalls dariiber
noch keine Antwort empfangen, welches mich glauben macht,
dass diese beiden DPiecen entweder irgendwo aufgehalten,
oder gar verloren gegangen seyn missen, wobet ich nur

dieses am meisten bedauere, dass ich von diesen beiden
Piscen keine Copien gehalten habe. —-——

Fw. Emendationen der von Wallisio dechifirivten Briefe
halte ich fir ganz richtig, erkenne aber dabei mein Un-
vermigen, selbsten diese tiefsinnige Materie zu untersuchen.

Dass diese Expression V(1 |- 16ea - 1655) niemals eine
Zahl von dieser Form 4%n —1 geben konne, ist ein sehr
schones theorema, davon die Demonstration nicht so lescht
in die Augen fillt. Denn gesetzt, dass

wn—1—= V{i + 16aa+ 16bb),
so wiirde 16nn— 8n—16aa 4 1650 und folglich
. n(2n—1)=2(e® + 5%
Weilen nun 2 (aa - bb) cin numerus par ist, so misste n
ein numerus par.seyn, indem 2n— 1 gewiss impar ist. s
sey also n==2p, so wird 2p (kp —1) =2 (ae +bb) und
dannenhero %p— 1 ein divisor formulae aa 465, welches
nicht seyn kann: oder p (5p— 1) miisste eine summa duo-
yum quadratorum seyn, welches ebenfalls nicht maglich ist.

Dass 4a® -+ 1 niemals ein numerus primos seyn kénne,
ausser dem casu wenn @ -—1, ist kein Wunder, weilen
diese formula generaliter in duos factores resolviret werden
kann, denn es ist ka® 41 =(2zz 2z + 1)(2ze—2x4-1).

Ob es solche serics numerorum gehe, welche entweder
durch %n - 1 nicht divisibiles, oder gar mumeri primi sind,

] Corr. pucth, ef phys. T. L 10



— 158 —

zweifle ich sehr. Wenn aber gleichwohl dergleichen sich
finden sollten, so wiirde man daraus einen grossen Vortheil
zu Erfindung der numererum primorum ziehen kénnen.

Uebrigens halten die divisores primi aller serierum von
Zahlen, welche in dieser formula enthalien sind ¢z == *Byy,
eine sehr artige Ordnung, welche, ungeachtet ich davon
noch keine Demonstration habe, dennoch ihre vollige Rich-
tigkeit zu haben scheint. Ich nehme deswegen die Freyheit
Ew. cinige dergleichen theoremata zu ﬁbefséhréiben aus
welchen mnoch unendlich viel andere hergeleitet werden
kénnen.

I. Si x et y sunt numeri primi inter se, haec formula
@ + yy per alios numeros primos non est divisibilis, nisi
qui coniineaniur in hac forma bn4t, atque hi numeri
primi omnes ipsi in hac forma za + _y_y_ continentur. Dieses
bekannte  theorema setze ich voraus, um die Connexion
der ibrigen desto besser vor Augen zn legen,

II. BHaec formula 2@ --yy alies divisores primoé non
habet, nisi qui in his formis 8n -1 vel 81+ 3 continean-
tur. Bt quoties 8n 41 vel 8n -3 fuerit numerus primus,
erit is aggregatum ex quadrato et duplo altevius quadrati,
sen erit formae 2z -+ yy.

[il. Haec formula 3zx - yy alios divisores primos non
habet, nisi qui in his formis 12n -1 et 12n 4 7 (oder in
dieser einzelnen 6n 4 1) contineantur. Bt quoties 6n + 1
est numerus primus, contmebltur in forma 3azx —]- Y.

IV. Haec formula 5xz - yy alios divisores primes non
habet, nisi qui in his formis 20n 1, 20n | 3, 20n4-9,
90n—|-7 contineanfur, et omnis numerus Prunus in una

hcll‘lll'ﬂ quatuor formularum (ontentu:s (‘I]t IPSG numerus
formae Sxax 4 yy.
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V. Haec forma Gxax -+ yy alios divisores primes non ha-
bet, nisi qui in una harum quatuor formularum 2kn-4-1,
2hn 45, 2n -+ 7, 2¢n 411 contineantur, et omnis nu-
merns primus in una harum formularum contentus est ipse
pumerus formae 6xa |- yy.

VI. Haec forma Twza - yy alios dIVISOI‘ES primos non
habet nisi qui in una harum 6 formularum 28n 41,

28n 49, 28n | 11, 28n-+ 15, 28n - 23, 28n -} 25 (oder
in einer dleser dreyen 1hn 4 t, 1hn + 3, tin -+ 11} con-
tineantur, et omnis numerus primus in una harum formu-
[arum contentus est 1pse numerus formae 7 mac —4-ry-

Nun aber ‘ist omnis numerus trigonalis unitate auctus
in dieser formula 7xz + yy enthalten, und folglich kénnen
die numeri trigonales unitate aucti keine andern divisores
primos haben, als welche in diesen formulis thn -1,
14n + 9, 1kn 4 11, oder welches gleich viel, in dieser
7xa -+ yy enthalten sind. Hieraus lassen sich nun leicht alle
numeri primi finden, welche einen numerum. trmonalem
unitate anctum dividiren. Solche sind nehmlich 1, 11, 23,

29, 37, %3, 53, 67, 71, 79, ete. Dahero kénnen keine an-

dere numeri primi hujus formae &m -1 divisores seyn

numeri trigonalis unitate aucti, als welche in einer von

diesen drey formulis begriffen sind 28n--1, 28n-4-9,
28n 4- 25. 3

Hieraus ist also klar, dass diese Expression pxrzx Yy
keine andere divisores -habe, als welche in einer gewissen
Angzahl. von solchen formulis kpn s enthalten sind, allwo
s einige Zahlen bedeutet, welche, ob sie gleich Reine Ord-
nung unter sich zu haben scheinen, dennoch nach einer
schonen lege fortgehen, welche aus diesen theorematis
erhellet:
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VI Si numerus primus formae hkpn -} s fuerit divisor
formulae pax-4-yy, tum etiam omnis numerns primus in
hac forma generaliori contentus &pn + s* erit divisor for-
mulae pxwe - yy atque etiam ipse erit numerus formae
pxx+-yy. Bx. gr. Quia numerus primus 287 4 9, est nu-
merus formae 7xx - yy, erunt etiam numeri primi 28n-{- 81
{(28n 4+ 25): 28n 4+ 729 (28n-+-1) ete. numeri formae
Txx—+Yy

VIiL b1 duo numeri prum kpn 4 5 et hpn 4 ¢ fuerint
divisores formulae paa 4 yy, tum omnis nwmerus primus
hujus formae kpn—-s®¢ erit simul numerus formae PL—A-YY.

Wenn man also von einer solchen Expression pwa-tyy
schon einige divisores primos entdecket hat, so kann man

durch diese theoremata leicht alle mogliche finden. Als, es .

sey diese Formul gegeben 13xx 4 yy, worin diese Zahlen
ih, 17, 22, 29, 38, &9, 62 ctc. enthalten sind. Numeri
igitur primi, qui sunt divisores formulae 13zx - yy erunt
1, 7, 11, 17, 19, 29, 31. Folglich miissen alle numeri primi
in his formubis-52n -1, 52n + 7, 52n |- 41 ete. divisores
von {3axx-+yy seyn konnen. Die Formul 52n -7 gibt
- aber nach dem theorema VIl noch diese 52n4-49, 52n4- 343
(oder 52n-- 31), 52n-+7.34, oder 52n -9, ferner 520 7.9,
oder 52n 4 11, ferner 52n-4-7.44, ader 52n - 25, ferner
52n - 7.25, oder 52n | 19, ferner 52n-4-7.19, oder
52n 4+ 29, ferner 52n -4 7.29, oder 527, + &7, fermer
58n + 7.47, oder 52n -+ 47, ferner 52n 4 7.47 oder
52n -+ 15, ferner 52n - 7.15, oder 52n -1 und hier
dudert sich die Verschiedenheit der Zahlen, welche zu 52n
gesetzt werden kinmen, ww numeres primos in forma
i3xx 4 yy contentos hervorzubringen. Also nur allein da-
7 ein divism‘_ formae i3wx - yy seyn kann,

raus, dass 7
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" weisen die beiden letzten theoremata, dass alle numeri primi

»

in his formulis
52n + 1; 52n 4 31; 52n4-25; 2n 47
52n4 7; 5204 9; 524195 52n4- T
52n4+89; 52n-L-41; 52n-++29; 5 n-+ 15

-contenti diese Form 43zz 4+ yy haben und auch divisores

von solchen Zahlen i3za-t-yy seyn konnen, und mehr
formulae konnen auch durch die theoremata nicht heraus-
gebracht werden. Dahero: gewiss ist, dass kein anderer nu-
merus primus ein divisor formae 13xa-yy seyn kanm,
als welcher in einer der gefundenen 12 Formuln enthalten
ist. Weilen nun cin jeder numerus primus in hac forma
contentus ¥pn—1 ein divisor von pwx 4 yy seyn kann.
Hicher kénnen schone proprictates hergeleitet werden, als
z. Ex. weil 17 ein numerus primus und auch von die-
ser Form 2ax -|-yy, so ist gewiss, dass so oft 47" £ &n
¢in numerus primus 1st, solcher auch eine solche Zahl
2w - yy seyn misse. Und wemn 17 X 8n eine Zahl ist

- yon dieser Form 2xz -+ yy und doch keinen divisorem von

dieser Form admittirt, so ist dieselbe gewiss ein numerus
primus.

Fine gleiche Beschaffenheit hat es auch mit den diviso-
ribus hujusmodi formularum pwx —yy oder xx —pyy,
welche wenn sie primi sind, in dieser Form Anp = s ent-
halten seyn missen, da s cinige determinivte Zahlen be-

‘deutet. Nehmlich in einigen Fallen wird seyn

1. Omnes divisores primi formae xzx—yy continentur
in bn = 1, welches klar.

2, Omnes divisores primi formae 2xx —yy eontineniur
in 8n 1 1. ' :
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Coroll. Ergo nuwmerus primus 8n % 3 non est nu-
merus formae 2ax— yy. 7

3. Omnes divisores primi formae 3xx -—yy confinentuir
in forma 12n = 1.

% QOmnes divisores primi formae 5xa — yy continentur
vel in 20n2-4 vel in 20n = 9 (oder in dieser einzeln
10n 1)

efc.

Et si numerus primus kpn - s fuerit divisor formae prr—ryy
oder xax—pyy, tum =+ knp = s* erit ipse numerus formye
pxx — yy vel xe—pyy, quoties fuerit numerus primus.
Si duo numeri primi s et £ fuerint numeri formae prT—YY,
tum quoties 7~ knp £ s#¢” fuerit numerus Priinus, simul
erit numerus formae pax—yy. Also weil 7 und 17 nu-
meri primi und von dieser Form 2xx—yy sind, so wird
auch == 8n = 7°.147" eine Zahl von dieser Form seyn, so
oft dieselbe ein numerus primus ist. s sey u=—=1, v=1,
so ist 7.17 — 119 und 119 + 8 — 127 — numero primo,
folglich wird seyn 127 — 2xx— yy = 2.6k — 1. Hieraus
ist nun klar, dass es nicht méglich ist Sniten ven Zahlen,
so in einer solchen Formul pxx X gyy begriffen sind, zu
finden, welche nicht divisores von dieser Art &n | 1 ad-
mittiren sollten.

Ich glaube aber fest, dass ich diese Materie bei weitem
noch nicht erschépfet habe, sondern, dass sich darin noch
unzahlig viele herrliche proprietates numerorum entdecken
lassen, wodurch die doctrina de divisoribus zu einer weit
grosseren Vollkommenheit gebracht werden kénnte; und
hin dabei gewiss, dass wenn Ew. diese Materie einiger At-
tention wirdigen werden, Dieselben darin sehr wichtige
Découverten machen wiirden. Der grisste Vortheil wuarde
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aber sich alsdann recht zeigen, wenn. man fir diese theo-
remata demonstrationes finden sollie. '
Wenn drey Series also beschaffen sind, dass 4 —a
b+e+d-+etc., B—ab 4 (e-+ b) e+ (a}-btec) d+-ete
et C— a*-}-b*+¢* {-d*+-ete., so ist B die summa fac-
torum ex binis terminis seriei 4, nnd ist folglich die dupla
summa factorum ex binis, 2B, una cum summa quadratorum
singulornm C gleich dem quadrato seriei 4, sen 2B C—=44
et B = 44-C

testates extendirt werden. Als wenn
A=a + b ¢ +d -+ ete
B—a* 0%} e* - d*+ et
C=a® 4 b eP - dF A et
D—a* 4+ b*4-c*+ d* 4 ete.

so wird seyn terminorum a, b, c, d, e ete.

. Solche theoremata konnen auf hshere po-

. yoe s 4> B
samma factorum ex binis =7
. A% _3 4B }1C
s ” ex ternis =
. A*_ 64?8 84C-}3B2—6D
- 3 ex quaternls = o
etc.

Wenn Ihre mir proponirten Series gesetst werden
P—ab®4-(a+b)c*+ (ad-b4-c)d*+ (a0 c-d)e* - ete.
Q=a*-}(&+ ") e+ (o™ b ¢*)d -+ (@*4-b*4-c*-d”)e 4 ete.
so wird seyn P+ Q—=4B—C, folglich wenn '
A:i-—%—}—% - —i——}—-;— — ete.
B=t+4 o+t +4 5+ g+ ot

1 i 1 1
C—1 __é_+ﬁ__%7k+i?5_ etc.
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so kann die summa der beiden serierum P - Q nicht per
logarithmos et quadraturam circuli angegeben werden, wei-
len die series C noch nicht summirt werden kann. Viel we-
niger kann also eine jede fir sich summirt werden. Wenn
aber dieses geschehen kénnte, so hitte man die summam seriel
C, Welche ich bisher vergebens gesucht. Die valores 1 —-p*

2.
und ——, wenn p—{2,.differiren so wenig von einander,

dass ich dieselben bald fir villig gleich %ehalten hiitte; ich
habe deswegen beider valores genauer gésucht und gefun-

den 1 - p?= 1,4805530139 und - 7®— 1,A80K4066.

Die formulac, welche Ew. mir fir die summationem
seriei 1 - 27 4 37 - #” 4 ete. usque ad datum terminum

iiberschrichen, érinnere ich mich noch in Petersburg bei

Denselben geschen zu haben, und entspringet die erste Ex-
— )

pression 1 4 27 (x—1) 4 (87 — 2F) = = l) (x )—1— ete. ex

differentiis continuo sumtis, und die andern formulae kom-

men per differentiationem heraus, Um aber die summam in

der hequemsten Form zu finden, so halte ich diese Art fur
die leichteste:

1427 4 37 447 .. 4 2P =

+1Ii. I —_—

L e g PO DD s
R D= L LETRRTD. G
B s = L
“}"P(p;i?;‘”(ﬁ;u) .5;5 P15 __ oic.

allwo das Hauptwerk auf diese seriem fractionum ankommt,
welehe Bw. genugsam noch bekannt seyn wird:
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H [ 7 8 9 i 11
i i ?l f”» 5 691 b 3617 53867 1212277 s 85-&515,
-7 &2 &' io’ ® 2w’ 2? z0 0 &2 10 6

12 13 B
1181820455 769779217
526 7 .
so weit habe ich sie continuirt. Der terminus generahs ex-

ponenu n respondens kann also exPruxmt werden
(zm 2.9)  (3*"—35.22"45.1)
@t (=5 :
{@2™— 52"-;—5.2“—-4. i) etc.)

"welche gleichlalls abrumpirt w1rd

Obgleich diese series 1+ —\— + 1G+ etc. per qua-

draturam ClI‘C‘llh exprlmut Wn’d so kann doch die Summ
von dieser m+ —]— —]— —]— ete. nicht generaliter gege-
ben werden, und aunsser dem casu « — 1 habe bisher noch

1
kemen andern, als wenn x—=-+- snmmiren konnen, Nehm-

2
hch p051t0 p == 12 et m:1— Peuph :diam., so kommt heraus
1 1 1 1 i 1 ete. —
T I'T+?'?+1615+2552 566’1—+ _
' 7w —8pp,
12

Endiich habe die Ehre noch dieses theorema hinzuzufi-
gen, welches oftexs einen grossen Nutzen haben kann:
Theorema, Si fuerit

a aa - a® at ,
S:i+ E:F_l- + ‘ln—l—l +3n+1 + an-i-1 + etc,

erit
% — 7 . n-—l—‘)(i n—{—i) + 271--{-‘1(1 ;r._—i}-T—l_i:;-—*]:I)
| +5 —[—-‘1(1 n—}—‘1+2n+1+3n+)

+ t&n-’,—2( +n+1+2n+1 r 5::+1+&n+1)+em
l.aonh. Euler.




