LETTRE LXVI.

Fuvrer 2 GoupeacH

Soumaine. Ya démonstration du théordme & mn — m — 1 aa approuvéa,
Démonstration de celwi-ci 4mn — m — n T 2d. “Aulres thdorémes ana~

b I
logues. Séries pour — et autres, Théortmes de nombres.
2 .

' h Berlin d. 15 October 1743
Nunmehr hat Ew. Demonstration, dass (kn—1)m—1iTaa
ihre vollige Richtighkeit; denn da Dieselben VOI‘hGI"ePW]‘.BSBI'I,
dass posito ee omnium quadratorum, si quae darentar, mi-
nimo, seyn miisse m > a, anjetzo aber pro eodem casuy
dass (kn —41)>2a, so muss folglich seyn (kn — 1)m>2a%;
nun aber st (kn—1)m==ga 1 und ware also aa 41> 2aa,

welches nicht seyn kann nisi sit a =0 vel ¢ =1 (denn-
hier muss das Zeichen >> nicht maqjus, sondern non minus:

beissen). Wenn man aber setzt vel a—=0, vel a—1, so
wird. die Aequation (4n—1)m —1=—ca unméglich. Ich
muss gestehen, dass ich nicht geglaubt hatte, dass dieses
theorema auf eine so leichte und schéne Axt bewlesen wer-
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den kobnte, und: bhin daher. versichert, dass dic meisten
theoremata Fermatii auf eine gleiche Art bewiesen werden
kénnen, weswegen ich Ew. um so. viel mehr fiir die Com-
munication dieser: hei'rlichen Demonstration. verbunden hin.
Urigeacht nun  daraus folget, dass auch diese Formul
¥mn—m-—n kein Quadrat seyn konne, so habe ich
doch nach’ Ew. Anleitung dariiber folgende Demonstration
gemacht: o - '

_“Qui_ negati Verita'téﬁa“ Propositi_bn_is kmn—m—n-—Tae,
is stétuere,debet dari quadrﬁtumlaa minimum, cui formula
¥mn—m-—n aequari possit. Sit ergo aa hoe quadratum
minimum, sitque kmh~m—n=—qq erit (hm—1)(kn—1)—1
—%aa Addatur utrinque — 8a (kn— )+ % (n—1)2,
erit (m~—1—8a+4{kn—1))(en-— D—1—=4{a—bn-+1)*=0.
Quod cum praecedente minus esse nequeat, sequitur
(km—1—8a+%(kn—1) (bn—1)> (bm—1) (kn— 1)
ideoque &n—1>2a (ubi signum- > significat _non minus)..
Simili modo demonstrabitur esse %m — 1 >2a. Sit ergo
km—1=2a+4 p et n-—1=2qa 1 g eritque pP>0 et
4>0, unde fiect (hm—1)(%n—1)—haq —+2a (p—{—q)»[-pq'
At est (hm—1)(kn—1)—=haa-L 1 et ideo 2a(p-t-q)-+pg
==1, quod fieri nequit nisi sit a == 0 et p=1cet g—1.
Verum aliunde constat essc non posse a — 0; quamobrem
non datur quadratum’ minimom aa formulae bmn—m-—n
aequale et consequenter hace formula quadratum nullo modo
esse potest. Q. B. D. .

Ich habe noch cinen grossen Vorrath von dergleichen
theorematis, welcher Demonstration, wenn solche auf gleiche
Art sollte herausgebracht werden kénnen > gewiss nicht wenig
zu Brweiterung dieser . Wissenschaft beytragen wiirde. Diese
theorcmata, wie ich sie der Ordnung nach herausgebracht

n
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habe, sind folgende, nehmlich alle nachfolgenden formulae
kénnen nulle modo numeros guadratos geben

1 amn—1(m+n)
L. amr—3(n-}an

Ol smnrn—1(m--n)
§V. 8mn—3(m-+n)
V. 8mnt3(m—n)
Vi §mrt5(m—n)
VIL 8ma-}5(m4n)
VI 8ma7(m-}-#)

IX. 12mn—1(n+n)
X, 12mnt-50n -+ )
X1 12mn-+5(m~n)
XIL42mnZT(n )
X1 12mn — T(n-{-#}
XIV. 12mn —11(m-4-n)

XV. 20mn— 1 (m}n)
XVI. Wmn— 3 (mfn)
XVIL 200mnt3 (m—n)
XV 2mna— 1 (m4-nr)
XiX. 20mnt 1 (m—n)
XX, 20mn— 9 (m-|-n)
XXL 20mn-4-11(n-n)
XXII. 20mn—+13(m—n)
XX 20mna-+13(n4-»2)
XXIV. Wmrn—t17(n —n}
XXV. 20mn ~17(m-}-n)
XXVL 20mr—4-190n-}n)

XXVIL. ¥mn— 1 (m+n)
XXV 24mn— 5(m-}n)
XXIX. %mn— 7 (mi-n)

XXX, 2tmn~+ 7 (rn—n)
XXXI. 2emn— 11 (m—4n)
XXXIIL. 24mn—+11 (m — R)
XXXUL 2%mn 413 (m—n)
XXXIV.2%mn+ 13 (m—n)
XXXV.24mn+17(m—n)
XXXVI. 24mnt-17 (m+n)
XXX VIL 24mnt-19 (m-4-n)
XXXV 24 mnt-23(m—+n)

ferner ist auch 7

Ausser diesen habe ich auch noch einige,

mn—in—nIi-_ada.

ete.

il

welche gene-

raler sind, als wkmn-—m—n-=D0, oder auf folgende Art

es.prn:nn‘t

Theorema. Existente mn divisore guocungue numeri NV

dico formulam & NV — m — n quadratum nunguamn esse posse.

Hernach kann auch diese Formul
bk )mn— B8k 4 1) (m — n)

nimmer ein quadratum geben.

Die theoremata, welche Ew.,

durch unendlich viel series

b4 . . . .
den valorem —- 71 exprimiren, gefunden, waren mir schon

'Iﬁngst bekannt, denn da 3,;— =y

wird seyn -

2

2 2 2 ;
—r——3-~—]—?——-.7——}~- ete, so
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*2—1_4—1—-‘_6——1—8-—
1 i i 1
—1 1 e

"“1—_'_2—-_+5—1_"
Wenn nun ein jeglicher terminus in progr(.sslonem geomes-
tricam resolvirt Wu'd S0 kommt

-—""‘ i_l_ + 22 + 23 _|— .24 GTJC.

2 p)
7 + ete. oder

SIERSTE
|

i i i i

£
YT 2aT ®g T A6 2%E: ete. | __
1, 1 -
+5T2_‘+2427_"23 TOREE TN ms‘l' etc.
ete.
1 1 1 1

+i——--2——,—?-—-¥+—5f—etc.

1 1 1 i 1
—{—E(i—z——i-————————f—-ﬁ-——etc.)

1
(12X —_ i

( +21 64 T 135 ote
1
1 — L
+ 3 ( g ‘256 +625 Etc')
et
. _— T __ 4 & &
Gleichergestalt, da - =713 -+ 35+ s + eic., so wird
seyn-’i:4+4+4't—i 1
2 0% _q 62 —1 WweE—1 _'_ec'_'iz—ﬂ‘]_:s2
F Z'

1
+ = 1 ~+ete. Wenn nun ein jeglicher terminus in eine
seriem geometucam resolvirt wird, so kommt Ew. andere

Expression herans
b4

T — i‘{':_z."i—gii"i—%-{-etc.
+i@+$+$+é+m)

16(1 3 +as+76+etc)
ete.
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In der serie
1

”‘+ =) Tis 27—}-52-[—56-1—13’:0

wovon EW casn mgnorum supemorum die Summ — 1,
at casu signorum inferiorum die Summ —92 1 angeben,
wird ein Versehen seyn, indem alle denommatores unitate
minui debebant. Alsdann aber kommen ehen diejenigen
theoremala heraus, welche Ew. mir schon lingst commu-
niciret. und gutlurst erlaubet, dieselben nebst Dero Demon-
stration im $'*" fomo zu publiciven... . . . .

Die series, deren terminus generalis ist xa + 19 (x—1),
ist in der That wegen der hiufigen numerorum primorum,
so darin vorkommen, sehi mérkwiirdig. Inzwischen finden
sich doch die numeri composm um so_viel hauﬁg(.r ein, je

weiter man die semem continuirt. Denn da in den ersten’

%7 terminis nur & numeri nomn prmm --Vtt)rkommen so_kom-
men in den ersten 75 terminis schon 14 numeri non Prum
hervor. So weit habe ich diese seriem continuirt, und die-
ses war genug, um Ew. beyden Muthmassunge;_i iiber die
Beschaffenheit dieser Progression zu widerlegen. Denn erst-
lich habe ich gesehen, dass nicht immer ein numeras pri-
mus herauskommt, wenn t{dr x eine potesias binarii gesetzt
wird: der 64® terminus ist 5293 — 67.79. Hernach weiset
aber der 73 terminus 6697 — 37.181, dass die divisores
formae 10n -} 1 “hicht excludirt werden. Was im ibrigen
die divisores terminorum hujus seriei anlaﬁgc, so ist zu
merken, dass keine andern statifinden, als welche zugleich
divisores numerorum huJus tormae 19aca —23b5 sind und
vicissim,

Ew. Observation; dass, wenn &m — { == numero primo,
aneh m gin numerus sey ‘ex duobus quadratis et trian-

) e,

— 263 —

gulari compositus, kann-ich weder refutiren noch de-
monstriren, indem ich noch -nicht einmal -einen numerum
habe finden konnen, der nicht in duo quadrata et numerum
trigonalem " resolubilis wire, zum wenigsten gibt es unter
£00 keinen. Sollten nun alle numeri diese Figenschaft ha-
hen, so hitte auch diese Observation ihre Richtigkeit, aher
aufl eine solche Alt als wenn ich sagen wollte, dass m im-
mer eine summa frium trigonalium oder quatuor guadrato-
rum ware. Dass chese beyden Propositionen: 8m + 3 —
summae 3 [1 et m 7— summae 3 A aequivalentes sind, ist
leicht einzuschen, und dependiret eben davon auch die De-

monsiration, dass omnis numerus summa % quadratorum
aatza

‘sey. Denn, si m = —|—-bb+b~]— “;]'c erit 8m + 3—=

2 2
(2a 1) 4+ (25 41)* 4 (2e+1)?, folglich ist immer
8m - eine-summa quatuor quadratorum, und ferner ejus
quadrans 2m 1, folglich omnis numerus impar, et per
consequens omnis 0mMBino NWMeErus erit in- & quadrata re-

. solubilis. Bey dleser Form 8m -3 ist zu melken dass so

oft dieselbe ein numerus prlmus ist, auch in " dieser Form
Qaa-+ bb enthalten sey. Um dieses und andere dergleichen
theoremata zu beweisen, kommt das meiste auf folgende
lemmata an, wovon ich noch keine rechte Demonstration
habe finden kénnen:

I, Si numerus integer n non sit summa duorum qua-
dratorum integrorum, talis quoque non erit in frac-
tis, seu nullus numerus npp in duo quadrata integra
resolvi poterit. Atque vicissim, st npp fuerit summa
duorum quadratorum, etiam numerus n erit summa

. dporum quadratorum, idque in integris. '
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II. §i numerus n non fuerit summa 3 quadratorum in
integris, etiam talis non erit in fractis.

IMl. Si numerus npp fuerit summa % quadratorum, erit
quogue numerus n summa 4 quadratorum integrorum
cyphra non exclusa.

_Ich kann mich ‘nicht erinnern ob Ew. nachfolgende Ex-
pression bekannt ist

5 nn—1 " i\ -— n—12 m
— 2 by 2850 (a2l - 2D (o)
+ n{n—1)(r—32) (n—5) (a—l_ lpb)”‘—etc.’

1.2.5.4

Wenn m und n numeri integri sind und m <n, so ist die
ganze Expression immer — 0.

" Nachfolgendes theorema scheint mir auch merkwurdig
zu seyn: Si fuerit aa+ %n numerus primus —p, atque d
sit divisor quicunque numeri n, erit p numerus In hac
forma daxa +yy contentus (idque unico modo). Ex. gr. sit
n=—30; sumto a —= 14, fit kn - aa == 241 — p. Continetur
ergo numerus 241 in sequentibus formis wx4-yy; 2mzt-yy;
3zw—tyy; Szxtyy: Sxmtyy; 10zatyy; 13eatyy;

30xa -+ yy; in unaquaque autem semel tantum continetur.

" Gleich wie eine summa duorum quadratorum inter se
primorum aa--bb keine andere divisores haben kann, als
welche in dieser Form ¥n-+1 enthalten sind; also kann
ich auch demonstriven, dass alle divisores formae a* - b*
in dieser Formul 8n -1+ 1 enthalten sind; gleichergestalt,
dass alle divisores von a® 4 b*® numeri hujus formae 16n 1
seyn miissen. Et generaliter _

Numerorum in hac forma a2" -4 5*” contentorum alii
divisores non dantur, nisi hujus naturae 2" -l 1.

L —
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Wenn diese factores in infinitum wirklich mit einander
multiplicirt werden (1 —n) (1—n* (1 —n®) (1 —n') (1—n°) ete,,
s0 kommt nachfolgende series heraus ,

1 — nl_ nz +n5 _l_n'J _nlﬁ___n15_l_ n22+nzc __'nﬁﬁ__nlo_{__nﬁt
- n*? — ete.

wovon per inductionem leicht erhellet, dass omnes termini

sxxtu

in bac forma n "2z begriffen sind, und das signum 4
pracfixum haben, wenn « ein numerus par, das signum —
aber, wenn z ein numerus impar ist. Ich habe aber noch
keine Methode finden konnen, wodurch ich die Identitit -
dieser zwey Expressionen demonstriren konnte. Der Hr. Prof.
Nicolaus Bernoulli hat auch praeter mduchonem nichis
daritber heraushringen kénnen.

.

Euler.



