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olt o(w), ¢(w) sont des fonctions quelconques de w; mais les quan-

 tités A, p., v seront égales aux cosinus des arcs AP, BP, CP, de méme
que /, m, n aux cosinus des arcs AQ, BQ, CQ.

(Au verso, de la main de Lagrange :
Tidpondu dans une Lettre a M. Euler du 15 juillel 1773.)
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EULER A LAGRANGE.

24 septembre

e £
5 oelobre 1773 (1)

Saint-Pélershourg,

Moxsizur BT TRES HONORE CONFRERE,

Ayant enfin recu la traduction francaise de mon Algébre, j'ai I'hon-
neur de vous témoigner ma trés parfaite reconnaissance de la peine
que vous vous étes donnée d’y ajouter vos irés profondes recherches
sur ’Analyse indéterminée, et je vous prie de vouloir bien présenter
{ant & M. Bernoulli qu’aux libraires mes trés humbles remerciements.

J'ai lu avec la plus grande satisfaction les excellents Mémoires dont
vous venez d’enrichir les Memoires de I’ Académie royale de Berlin; les
helles démonstrations que vous y donnez du théoréme de M. Wa-

ring (*) m’ont causé un trés grand plaisir, et 'en ai aussi trouvé une
démonstration fondée sur des principes tout & fait différents.

Soit 2p+1le nomhre premier dont il s’agit, et il est certain qu’il y
toujours une infinité de nombres a, tels que les pﬁissances 1.a.a*.a’...
jusqu’a >, étant divisées par 2p— 1, preduisent des restes tout dif-
férents entre eux, de sorte que a7 soit la premikre puissance a'prés
Punité qui reproduise le reste 1, d’onr il s’ensuit que la puissance &”
donne — 1 pour reste. Comme donc tous les restes mentionnés sonl

('} Ms. in~4°, {* jo. — Opera postuma, t. 1, p. 583.
(2) Edouard Waring, né & Shrewshury en 1734, mort en 1798
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inégaux entre eux, leur nombre étant 2p, tous les nombres 1.2.3.4...2p
y seront compris. Soit maintenant M le produit de tous ces nombres
r.2.3.4...2p, ctil est clair que ce produit M, stant divisé par 2p 41,
laissera le méme reste que le produit de toutes les puissances rapper-
tées: or ce produil est ouvertement art#r=", que je représente par ce
produit a*??=Vg?, dont le premier facteur ¢2P®-") gtant une puissance
Jde a°# laissera I'unité pour reste, mais l'autre facteur a donnera le
veste — 13 d’olr il est clair que le reste qui résulle de cette puissance
entibre sera égal s — 1, de sorte qu'aussi le produit M doit donner le
méme reste, d'ob il s’ensuit que la tormule M + 1 sera divisible par e
nombre propesé 2p -+ 1.

Or, pour ce qui regarde le nombre a, il faut qu'il soit tel que la for-
mule #* — @ ne puisse jamais devenir divisible par le nombre premier
ap - 1; ainsi, par rapport i chaque nombre premier 2p + 1, tous les
nombres se partagent en deux classes : la premikre de ceux que je
nommerai &, d'ott la formule #* — & peut devenir divisible par 2p—+1,
of I'autre classe contient les nombres a dont je viens de parler. Pour
trouver dans chaque cas ces deux classes de nombres indiqués par les
lettres b et a, j'al trouvé, par hasard, une regle tres facile, qui mérite
d’autant plus d’attention que je ne suis pas en état d’en donner une
démonstration rigourcuse.

Pour cet effet, il faut diviser les nombres premiers en deux classes :
'une de la forme 42 — 1 et Pautre de Ia forme de 47 + 1. Soit done,
premigrement, le nombre premier proposé de la forme 4fn—1,ebjen
forme une progression contenue dans ce terme général n—+5°+ 5, la-

quelle sera par conséquent

n, #42, n+4+06, n4-12, 020, - do, h4- G2, n+ 356, A 472,

et je puis démontrer que tous los Lermes de cetle séric sont compris
Jdans la classe des nombres marqués par b, de sorle quune formule
4 — b puisse devenir divisible par 4z —1, 0u bien tous ces nombres
sont aussi tels que la formule &' — 1 soit toujours divisible par
4n — 1, d’olt il faut pourtant excepter Jes cas ol b serait égal & 4 —1
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ou un muoltiple; mais, pour ce que je ne puis pas encore démontrer,
¢’est que, non seulement tous les termes de cette pregi’ession, mais
aussi tous les diviseurs de chacun, appartiennent & la classe des nom-
bres b; et, en effet, on observera toujours que, si & est un diviseur de
quelques-uns de ces termes, on rencontrera ovjours dans la méme
progression un terme de la forme dk* qui est équivalent au nombre 4.
_ Soit, par exemple, le nombre premier proposé 4z — 1= j1, et par-
tant 7 = 18 = 2.3, et la progression sera

18, 20, 24, 30, 38, 48, 6o, 74, go, 108, ...,
et I'on voit d’abord que les nombres de la classe & sont
2, 3, 5, 7g, 37, 87.

Pour le nombre 2 la chose est claire, puisqu'il se trouve déjh dans le
premier terme, multiplié par le carré g; et le nombre 3 se frouve,
multiplié par le carré 16, dans le terme 48; ensuite le second terme 20
renferme le nombre 5 multiplié par le carré 4.

Pour les nombres premiers de la forme 47 + 1, je forme d’abord la
progression de cette formule n — 2 — *, qui sera

hed I .
n, n—=e, n—06, n—12, n—20, —30, n—Ai2, n—56, n—752, ...

et, lorsque ces termes deviennent négatifs, on n'a qu'a les traiter
comme positifs, puisque si & ost un tel nombre, non seulement la for-
mule z® — b, mais aussi #*-+ b pourra devenir divisible par 4n 1.
Icila méme propriété alieu que non seulement tous les termes de cette
progression, mais aussi tous leurs diviseurs, fournissent des nombres
de la classe b, et tous les nombres qui ne s’y trouvent pas sont ceux
qui constituent la classe @; ainsi, prenant pour exemple 472 +1=28q
ou hien 7= 22, notre progression sera - *

23, 20, 16, 10, 2, 8, %0, 34, o, 68, 88, 110, 134, 160, ...;

d’oti on voit d’abord que la classe des nombres & contient

a, 11, 17, 09, ...,
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ol il est clair que le némbre 2 se rencontre lui-méme dans cette séric;
et pour le nombre 11, en prenant == 33, le terme de la progression
sera 1100 =11.10%; mais il est ici trés remarquable que cette belle
propriété n’a lieu que si le nombre 472 —1 ou 4n -1 est premier, car,
prenant par exemple 47 — 1 =35 ou n = g, la progression sera

9, 11, 18, 21, 29, 39, 51, 65, 81, gy, g, 141, 165, ...

ici, quoique 3 divise plusieurs de ces fermes, cependant il ne s'y trou-
vera aucun qui ait la forme 34%, et il en est de méme des nombres 5.7
et d’autres qui sont multipliés par 3. .

Te suis fort assuré que la considération de ces circonstances pourra
conduire 4 des découvertes tres importantes.

Vous aurez vu, Monsieur, dans mon Algebre, que le probleme de
trouver 4 nombres dont les produits 2 A 2, en y ajoutant I'unité, de-
viennent des nombres carrés, m’a fort embarrassé; et je n’ai pu méme
assigner, en général, des nombres entiers satisfaisants, quoique je me
s01s presque souvenu que ce probléme a éié résolu par Ozanam; mais
I'occasion m'a manqué de faire des recherches la-dessus. Or, depuis,
J'ai trouvé cette solution assez générale :

Ayant pris 4 volonté deux nombres m et 7, tels que mn 4+ 1=£, les
quatre nombres cherchés seront

(I m, (IIi) m-+n+al
(I =&, (V) 4il+m)({+n),

ot le nombre ¢ peut étre pris tant négalif que positif. Peut-étre que
cette solution se trouve dans 'Algébre d’Ozanam ('); mais je n’aurais
jamais cru que I'Analyse fut suffisante d’étendre (*) cefte question jus-
qu'd ging nombres, et je fus ces jours-ci trés agréablement surpris
lorsque je rencontrai les cing nombres suivants

A=r, B=3, C=8, D=i120 ot E:7774802,
(2879}

(1) Nowveaunx éldments d’ dlgeébre. Amsterdam, 1702, in-§°.
(?) C'est-d-dire qu'an moyen de 1'Analyse, on pil étendra....
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qui satisfont aux dix conditions prescrites de la manitre suivante :

(1)  AB+1=2, (VI)  CD +1=3:2,
A1) AC 1=, (VII) AR -+1= (22_;;)2’
(D) AD 4111, (VIII BE+:=<§%§3>2,
(IV) BC A4 1=52, (IX) CE 1= (igsg)
(V) BD+1=1g", (X) DE+1= (%)

¢t de 1a je suis parvenu, mais par une méthode trés indirecte que je ne
saurais expliquer clairement, 3 donner une solution assez générale;
car ayant établi, par Ies formules données, les quatre premiers nom- -
bres 4, B, C, D, je fais

A+=B+C+D=p, AB+AC+AD+BC+BD+CD=yg,
ABC + ABD + ACD 4 BCD =, ABCD =3,

ot alors le cinquigme nombre sera

E— 47t ﬂp(s:%l)’
(s —1)*
et, par rapport i ces nombres, cefte propriété est fort remarquable,
qu’on aura toujours ” '
I+ g +s=%p"
Cette matikre parait bien digne d’étre mise dans tout son jour, mais jo
m’en sens incapable. __

La résolution de la formule a2® +1=1* m'a causé autrefois hien
de la peine, par rapport aux nombres @ qui demandent de trés grands
nombres pour @ et y, comme 61 et 109; mais je viens de trouver un
théoreme qui conduit d'abord & la solution de ces cas et d’autres
semblables.

Connaissant pour le nombre a les valeurs » et s, telles que

-

art— f =s°,
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gquon prenne

L]
et ensuite

et il y aura certainement

axt-4-1:== 7%,
olt il faut remarquer que, puisque r est par sa nature un nombre im-
pair, ces deux expressions pour et y donneront des nombres entiers;
ainsi, pour le cas @ = 61, on aura d’abord r=15, s =39, ¢t de la on
tire les grands nombres @ et y rappertés dans ma Table.

M. Lexell et moi venons de remettre & M. le chevalier Triquet
quelques Mémoires pour les Actes de I’ Académie royale de Turin; il
m'a assuré avant son départ que vous y serez incessamment rappelé, et
que Sa Majesté Ie Roi régnant veut remettre son Académie dans son
premier état florissant; dans ce cas, "Académie de Berlin serait bien 2
plaindre.

Vous voyez, Monsieur, que je vous at découvert mon coeur tout en-
tier, et je vous pric de me continuer 'honneur de votre amitié en vous
assurant que je seral toujours avec le plus inviolable attachement,

Monsieur,
Votre tres humbhble et trés obéissant serviteur,

Lionarp Kuner.

29.
KULER A LAGRANGE.

Dowso crLEBERRINO de Lagrange S. P. D. Lrosanpus Buwer ('),

Sequens theorema attentione geometrarum haud indignum, el ana-
Iysin provsus singularem postulare videtur.

('} Ms. in-§°, [* 3. — Opera postuma, L. II, p. 585,




